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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

1 Pracovné ulohy

1. Zmerajte tuhost k piatich pruzin statickou metddou.
2. Zostrojte graf zavislosi predizenia pruziny na pésobiacej sile y = y(F).
3. Zmerajte tuhost £ piatich pruzin dynamickou metédou.

4. Z doby kmitu telesa znamej hmotnosti a vychilky pruziny po zaveseni tohto
telesa urcte miestne tiazové zrychlenie g.

5. Zostrojte grafy zavislosti:
@ w=f (\/E )

0 o=r(yE)

6. Pri spracovani pouzite linearnu regresiu.

2 Teoreticka cast

2.1 Linearna pruzina

Linearna pruZina je pruzina, pre ktoral®! plati, Ze sila F, potrebna na jej predizenie o
y zavisi na tuhosti pruziny k podla vztahu

FD = ky, (1)

Linearna pruzina je dobré priblizenie pouzitych laboratornych pruzin, ako ostatne

ukézalo meranie. Na teleso zavesené na pruzine posobi tato pruzina silou —Fp. Ak je
sustava v rovnovahe, tak nutne plati vztah

FD =mg, (2)
kde m je hmotnost telesa a g je miestne tiazové zrychlenie. Spojenim vztahov 1 a
2 a z linearity pruziny mozno pisat

Am
k=g——— 3
9 AL ®)
kde Al je zmena predizenia pruziny pri zmene zatazenia pruziny Am.
2.2 Harmonicky kmit
Zfm1]

Harmonicky kmit je periodicky pohyb okolo rovnovaznej polohy, ktory vznikal
posobenim sily F na vychylené teleso, pricom velkost tejto sily je priamo imerna vy-
chylke Al a ma opac¢ny smer, nez tito vychylka. Harmonické kmity mozno charak-
terizovat predovsetkym periédou kmitu 7" a uhlovou frekvenciou w, medzi ktorymi
plati®! vztah

W= -, (4)
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

2.3 Mechanicky oscilator

Pre uhlovi frekvenciu mechanického oscilatora tvoreného linedrnou pruzinou tuhosti
k a hmotnosti m,, na konci ktorej je upevnené zavazie hmotnosti m a ktorej opacny
koniec je pevne prichyteny k podlozke plati?™!] v priblizeni mp << m vztah

w=1/x, )
m

Priamym meranim mozno jednoducho zistit periédu kmitu oscilatora 7" a pou-
zitim vztahov (4) a (5) mozno odvodit vztah medzi periédou T a charakteristikou

mechanického oscilatora
2
2w k
- 6
( T ) m’ ©)

z ¢oho je zrejmé, Ze ak pozname hmotnost zavazia m alebo tuhost pruZiny k,
mdzme pomocou periddy T vypocitat druhy z tychto parametrov.

2.4 Tiazové zrychlenie

Ak pozname vychylku vertikalnej linedrnej pruziny v tiazovom poli spésobent pri-
danim zavazia hmotnosti m (pricom hodnotu tejto hmotnosti nemusime ani poznat)
a uhlovt frekvenciu w oscilatora (zostaveného ako v stati 2.3) z tejto pruziny tuhosti
k (ktorej hodnotu opit vébec nemusime poznat), vieme! ™! pouzitim vztahov (1), (2)
a (5) vypocitat velkost miestneho tiazového zrychlenia g ako

g =uw’y, 7)

pri¢om v nasich vypoctoch sa za dobre splneného predpokladu, ze merané predize-
nie y bolo v smere tiazového zrychlenia g obmedzime na vypocet velkosti a rovnicu
budeme pouzivat v skalarnom tvare. Ak teda vyjadrime g pomocou 7" (priamo merana
veli¢ina), vztah bude vyzerat takto:

g=an=, (8)

2.5 Meranie predizenia - staticka metéda

Pri merani sme pouzili 5 pruzin, ktoré pre u€ely merania ozna¢me ako A, B,C, D, E.
Pruzinu sme zavesili na stojan polozeny na stole a na jej volny koniec sme zave-
sili referen¢né zavazie hmotnosti m,.. s, pod ktoré sme zavesil zavazie znamej hmot-
nosti Am. Katetometrom(“™?] polozenym na tom istom stole vo vzdialenosti zhruba
2metre sme merali vzdialenost dolnej hrany referenéného zavazia [, postupne pre 5
roznych hmotnosti Am a bez druhého zavazia (I iba s referenénym zavazim oznaéme
lrey)- Refernéné zavazie ndm jednak dadva nemenny ndmerny bod, na ktory sa mézme
pri merani kateometrom zamerat (pretoze zavazia roznych hmotnosti mali r6zne roz-
mery a zameriavat sa na hacik pruziny je nepresné, kedze nim pri vymene zavazi
hybeme a moholi by sme zmenit jeho tvar) a jednak nam zaisti linearitu pruziny.
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

Obr. 1: Statickd metdda

Niektoré pruziny mézu mat pokojovi dizku mensiu, ako je ich fyzicka dizka a pri na-
tahovani pruziny treba najskor prekonat pociatoény odpor, kym sa vobec za¢nu pre-
dlZovat, nespravaju sa teda linearne ale afinne. Tomu sme predisli, kedZe pruzina bola
uz pri efektivne nulovom zatazeni (referenénom) natiahnuta. Celd aparatiru vidno na
obr. 1. Katetometer dokonca ani nemusi byt skalibrovany aby meral presne vysku od
roviny stola, kedZe vo vSetkych meraniach potrebujeme iba zmenu vysky nad stolom.
Pomocou vztahu 3 nasledne uréime tuhost pruziny.

2.6 Meranie periody kmitu - dynamicka metoda

Pri merani periédy kmitu sme pouzili tych istych 5 pruzin A, B,C, D, E. Zavesili
sme ich na ten isty stojan, tentokrat bez pridaného referen¢ného zavazia - uz nebolo
potrebné, pretoze pri tomto merani nezalezalo presne na polohe zavazia, iba na jej
zmene Vv Case a linearita pruziny bola zabepecena samotnym meranym zavazim. Pod
pruzinu so zavazim hmotnosti m sme umiestnili senzor Vernier Go!Motion, ktory sni-
mal vzdialenost zavaZia od stola, ako znazoriiuje obrazok 2. Z dat formatu I = f(t)
sme odcitali ¢as trvania desiatich period, z ¢oho vieme nasledne podla vztahu 6 urcit
tuhost pruziny.

—
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

3 Vysledky merania

Meranie sa uskutoc¢nilo v laboratériu praktika I. diia 3. marca 2016, pri teplote vzduchu
v laboratoriu t = (25,2 +0,1)°C.

Zéavazia pouzité pri merani mali vysokd presnost (na bezpecne viac ako 3 platné
miesta), teda chyba spdsobena ich nepresnostou je ovela niz$ia ako chyba spdsobena
nepresnostou merania vysky katetometrom, resp. senzorom Vernier Go!Motion, teda
ich nepresnost vobec nie je potrebné uvazovat.

3.1 Staticka metoda

V tabulke 1 vidno absoltitne predizenie Al = I,..; — [ pruziny po pridani zavazi hmo-
nosti Am. Referen¢né zavazie m,.y malo pri pruzinach A, C, E hmotnost 100g, pri
pruzinach B, D hmotnost 20g.

Tabulka 1: Statické predizenie - data

Am [g] Al [m]
pruzina A | pruzina B | pruZina C | pruZinaD | pruzina E
30 - 0,041 - 0,085 -
50 0,016 0,016 0,013 0,143 0,032
80 - 0,107 - 0,229 -
100 0,032 0,134 0,028 0,286 0,064
130 - 0,174 - 0,372 -
150 0,049 - - - 0,096
200 0,065 - 0,061 - 0,128
250 - - - - 0,160
300 0,097 - 0,095 - -
500 - - 0,164 - -

Opakované meranie ukazovalo s presnostou na milimetre bezpe¢ne rovnaké ¢isla,
teda nemalo zmysel opakovat toto meranie [ pre jednotlivé Am. Netrafam si tvr-
dit, Ze by sme merali s presnostou vy$sou ako 1mm, v zhode s pokynmi [St]. Ako
sme spomenuli vyssie - zavazia si velmi precizne - a teda jedina chyba, ktorou su
data zatazené je odchylka +1 mm. Datami jednotlivych pruzin sme prelozili priamku
y = ax + b, potom tuhost vypocitame ako k = £, tuhost a jej aboslutnu a relativnu
nepresnost vidno v tabulke 2 (chybu sme preniesli podla [Cu]). Vo vypoéte sme pou-
zili g = 9,814 N - kg™, ¢o je priblizna hodnota tiazového zrychlenia v Prahe. Kedze
sme prekladali priamkou nie nutne prechadzajicou pociatkom, rozhodli sme sa uviest
aj koeficient b, aby sme ukazali, Ze tieto priamky naozaj poc¢iatkom prechadzaju (pri
pruzine C' treba byt opatrny, 5mm je len o jeden rad menej, ako jej rozmery, vratime
sa k nej v diskusii), aj ked to od nich nepozadujeme a teda pruziny sa naozaj spravali
linearne.
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

Tabulka 2: Statické predizenie - linearna regresia

pr. A pr. B pr.C pr.D pr.E
tuhost [X] 30,2 7,37 29.1 3,42 15,3
nep. tuhosti [g} 0,2 0,03 0,3 0,01 0,1
nep. tuhosti [1%] 0,6 0,3 1 0,3 0,6
konstantny
koeficient [10~m] -0,1£+04 | 0,704 | 53+1 | -0,7+04 | £04

Hodnoty st znazornené na obrazku 3, chybové usecky v grafe nie su zaznacené,
kedZze maju vSetky rovnaku velkost a st primalé na to, aby ich bolo vidiet.

0,40
il @ pruzina A
0,35 B pruzina B
| * pruzina C
0,30 X pruzina D
1 ¢ pruzina E
0,25
E 0,20
= .
0,15
0,10
0,05
0,00 : T . T T T y T y T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Am [kg]

Obr. 3: Graf zavislosti Am = f(Al)
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

3.2 Dynamicka metoda

Pri od¢itani dizky trvania desiatich periéd sme medzi datami formatu [ = f(t) na-
sli také dva body s lokalne maximalnou vzdialenostou zavazia od podlozky, aby sa
medzi nichi nachadzalo 10 lokalnych minim. Vyrobca senzoru sa py$nilVel preciznou
automatickou kompenzaciou zmien tlaku a teploty vzduchu, teda s presnostou, ktorti
garantuji, m6zme rovno pocitat a nemusime zohladniovat atmosferické podmienky:.
Senzor meral vzdialenost s presnostou 1mm s frekvenciou 25Hz. Konkrétna vzdiale-
nost nas nezaujima, potrebujeme poznat iba ¢as medzi maximami. S presnostou 0,02s
vieme urcit ¢asovu polohu zaciatku aj konca, po ich od¢itani sa nepresnost zvysi na
0,04s, ¢o je zaroven jedina nepresnost v naSom merani, ak opat uvazime, ze zavazia
su velmi precizne a ze hmotnost pruziny je oproti hmotnosti zavazia zanedbatelna.
KedZe sme merali 10 period s nepresnostou 0,04s, tak nepresnost urcenia jednej pe-
riédy je 0,004s, ¢o je ostatne aj dovod, pre¢o merat viac ako 1 periédu. V tabulke 3
vidno namerné Casy trvania period.

Tabulka 3: Meranie periody - data

Am [g] Tl
pruzina A | pruZina B | pruZina C | pruZinaD | pruZina E
30 - 0,420 - 0,608 -
50 0,260 0,528 - 0,776 0,364
80 - 0,668 - 0,976 -
100 0,360 0,740 - 1,084 0,512
130 - 0,844 - 1,232 -
150 - - 0,440 - 0,628
200 0,512 - 0,524 - 0,724
250 - - 0,596 - 0,804
300 0,628 - 0,656 - -
500 0,804 - 0,840 - -

Za pouzitia vztahu 6 mézno pre kazdy udaj v tabulke 3 vypo¢itat tuhost pruziny,
ktord mu zodpoveda, udaje su v tabulke 4. Nepresnost tohto urcenia tuhosti vypo-
¢itame [Cu] podla najprv ako prenos chyby pri mocneni 72 a potom pri prevrateni
hodnoty na T~2, kvoli zdlhavosti uvadzame len vysledni absoltitnu nepresnost v ta-
bulke 4. Na spodku tabulky mozno vidiet vysledni konstantnu regresiu vahovanu
chybovostou uvedenou pri kazdej hodnote.
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

Tabulka 4: Tuhost dynamickou metédou

—1
Am [g] kE[N-m™']
pruZina A pruZina B pruzina C pruzina D pruZina E
30 - 6,7+ 0,1 - 3,20 + 0,04 -
50 292+0,9 7,1+0,1 - 3,284+0,03 | 14,9+0,3
80 - 7,1+0,1 - 3,32 4+ 0,03 -
100 30,5 +0,7 7,2+0,1 - 3,36 £0,03 | 15,14+0,2
130 - 7,2+0,1 - 3,38 + 0,02 -
150 - - 30,6 £0,6 - 15,04+0,2
200 30,1 4+0,5 - 28,8 £0,4 - 15,1+ 0,2
250 - - 27,8 +0,4 - 15,3 4+0,2
300 30,04+0,4 - 27,5+0,3 - -
500 30,5 +0,3 - 28,0+ 0,3 - -
celkovo 303+0,2 | 7,12+ 0,07 | 28,2+0,4 | 3,33 +0,03 | 15,1 +£0,1
neistota 1% 1% 2% 1% 1%

Teda meranie dynamickou metédou bolo o nie¢o malo menej presné, nez meranie
statickou metddou, avsak tieto dve merania su spolu konzistentné, ¢o sa tyka vysled-
nych hodnét .
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

3.3 Urcovanie tiazového zrychlenia

Z kazdej dvojice vychylky Al a peridédy kmitu 7" pre jedno a to isté zavazie na jednej
a tej istej pruzine mozno podla vztahu 8 urcit tiazové zrychlenie. Chybu prenesieme
podla [Cu]. Tabulka 5 ukazuje namerané g

Tabulka 5: Meranie tiazového zrychlenia

Am, [g] g [N : kgil}

pruzina A | pruZina B | pruZzina C | pruzinaD | pruZina E
30 - 9,2+0,3 - 9,1+0,2 -
50 93+0,7 | 95+£0,2 - 944+0,1 | 95+04
80 - 9,5+0,2 - 9,5+0,1 -
100 97+04 | 9,7+£0,1 - 96+0,1 | 9,6 £0,2
130 - 9,6 £0,1 - 9,7+0,1 -
150 - - - - 9,6 +0,2
200 9,8 +£0,2 - 8,8 +0,2 - 9,6 £0,1
250 - - - - 9,8+ 0,1
300 9,7+ 0,2 - 8,7+0,1 - -
500 - - 9,1+0,1 - -

Vidno teda, Ze hodnoty vychadzaji zhruba rozumne, az na pruzinu C, ktoru vy-
lucime z dalsich vypoctov, vratime sa k nej v diskusii. Na vSetky zvy$né hodnoty g
aplikujeme konstantni regresiu vahovanu chybovostou, z ¢oho zistime, Ze

N
= +0,04) — 9

¢o ako vieme, nie je presna hodnota tiazového zrychlenia v Prahe, vratime sa k
nej v diskusii.

3.4 Zavislost w na parametroch pruziny

Pre zostrojenie grafu w = f (\/E ) zafixujeme m a budeme sa pozerat na rézne k pri

jednej vybranej hmotnosti, pre zostrojenie grafu w = f (, / % ) budeme fixovat k a

budeme sledovat rozne m.
Zvolme si na zostrojenie prvého grafu hmotnost 0,1kg, pretoZe pri nej sme robili

meranie T pre 4 rozne pruziny. Pomocou vztahu 4 dopoéitame body prew = f (\/E )
z T, ako ukazuje tabulka 6. Opit pouzijeme [Cul].

strana 9 z 13



II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

Tabulka 6: Vypocet hodnét w = f (\/E )

m = 0,1kg pruzina A pruzina B pruzina D pruzina E
kE[N-m™}] 30,3 £0,2 7,12+ 0,07 3,33 £0,03 15,1+0,1
VE [VN-m™1] 5,50 - 0,02 2,67 0,01 1,83 £ 0,01 3,89 £ 0,01
T [s] 0,360 £ 0,004 | 0,740 £0,004 | 1,084 £0,004 | 0,512 4+ 0,004
w [rad - s71] 17,5 £0,2 8,49 + 0,05 5,80 = 0,02 12,3+0,1

Tieto data st vizualizované v grafe na obrazku 4 (chybové usecky v grafe nevidno,
pretoZe su malé a zheprehladnovali by ho, st vSak zohladnené v regresii).

27 Equation y=a+b*
Value Std. Error
Intercept -0,01361 0,0318
20 omega  giope 3,17768 0,01506
‘n
. 154
ke
@©
=
3
10
5 T T T T T T 1
5 6

3

—
[IN-m"]

Obr. 4: Graf zavislosti w = f (\/E )

Na zostrojenie druhého grafu zvolme pruzinu A. Podobne ako v pradchadzajicom

pripade, pomocou vztahu 4 dopocitame body grafu zavislosti w

I

chybu vypoéitame pomocou vztahov z [Cu] tak, ako ukazuje tabulka 7.

\/E) opat
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Tabulka 7: Vypocet hodnét w = f ( o )

1

m [g] 50 100 200 300 500
L é] 0,141 0,100 0,071 0,058 0,045
T [10~3s] 260 + 4 360 + 4 512+4 6284 804 +4
w [10%ad - 71 242+04 | 175+0,2 | 12,34+0,1 | 10,0£0,1 | 7,8 £0,1

Tieto data ukazuje graf na obrazku 5, chybové tisecky kvéli velkosti opat nevidno.

35

Equation y=a+b*x
Value Std. Error
30 1 Intercept 0,110 0,17748
omega Slope  171,6  1,97667
25
‘T(? 204
gl
©
3 151
10
5 T T T T T T
0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

Jm™ [{g7]

Obr. 5: Graf zavislosti w = f (1 / % )

KedZe z grafov na obrazkoch 4 aj 5 vidno, Ze hodnoty sedia na teoreticku predpo-
ved (vztah 5), podarilo sa nam overit platnost vztahu 5.
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II. Stadium hamonickych kmitov mechanického oscilatora

4 Diskusia vysledkov

Prva tlohu sa ndm u pruzin A, B, D, E podarilo splnit tspes$ne, regresia ukazala,
Ze meranie bolo presné a teda mozno tvrdit, Ze sa nam hodnoty tuhosti k pruzin
A, B, D, E podarilo statickou metédou zmerat s presnostou uvedenou v tabulke 2
(menej ako 1%).

Pruzina C' je komplikovana, jej meranie bolo najmenej presné aj statickou aj dyna-
mickou metddou, vysledky merania statickou metédou naznacuja, Ze s taz$imi zava-
7iami sme sa priblizil k hornej hranici jej oboru linearity, ¢o mierne skreslilo meranie.

Pri merani dynamickou met6dou zase zohrala tlohu jej vyssia hmotnst (44g, za-
tial ¢o hmotnost ostatnych pruzin bola bezpecne pod 10g), teda predpoklady vztahu
5 neboli pruzinou C' splnené s dostatoucnou presnostou (neplatilo, Ze m, << m),
¢o zmepresnilo aj meranie tiazového zrychlenia, kv6li ¢omu sme sa ju rozhodli nevy-
uzit na uréenie hodnoty g. Vo vysledku bolo meranie dynamickou metédou o nie¢o
nepresnejsie, nez meranie statickou metédou, nerpesnost bola okolo 1 — 2%.

Urcenie tiazového zrychlenia povazujem za uspesné, hodnota, ktord sa ndm po-
darilo odmerat (g =~ 9,6%) je blizka tabulkovej hodnote™! tiazového zrychlenia

v Prahe gprqna = 9,81%. Do nepresnosti uréenia g sme nezapoditali systematicku
chybu, ktora vznikla pouzitim realnych pruzin s nenulovou hmotnostou. Kedze sa-

motné meranie davalo velmi konzistentné ¢isla (Sirka vysledného intervalu je velmi
mal4), tito chybu mozno odhadnut na Ag = gprqhe — 9 = 0,2%, teda asi 2%.

5 Zaver

Podarilo sa nAm odmerat tuhost piatich pruzin k statickou aj dynamickou metdédou, s
priatelnou chybou ur¢it miestnu hodnotu tiazového zrychlenia g, vizualizovat experi-
mentélne data vhodnym spdsobom v grafoch a lineadrnou regresiou vhodnych grafov
overit platnost vztahu 5.

Priblizné hodnoty tuhosti pruzin st:

ki ~ 30N -m~"
kp ~ 74N -m™!
kc ~ 29N -m™!
kp ~ 34N -m™!

kE ~ 15N - 1’1’1_1

A miestne tiazové zrychlenie sa nam podarilo urcit zhruba na:

g~ 9,6N-kg™!

Meranie povaZzujem za Uspesné.
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